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Surfaces non-orientables de genre deux 

M. Elisa G. G. de Oliveira and Eric Toubiana 

Abstract.  The existence of nonorientable complete minimal surface of genus two, 
one end and total curvature - 2 ~ ( 2 n  + 3), n > 3 is proved in this paper. 

1. Introduction 
On connait actuellement un tr6s grand nombre de surfaces minimales 

compl6tes ( s.m.c. ) plong6es ou immerg6es darts R3; en particulier pour 

tout  entier g on connait  des s.m.c, de courbure totale finie de genre g 

plongdes dans R 3. Par  contre il y a peu de temps encore on ne connaissait 

que des s.m.c, non-orientables de genre z6ro ( nous dirons qu 'une surface 

non-orientable N e s t  de genre g si son rev6tement des orientations N e s t  

de genre g ): W. Meeks [4] a montr6 qu'il n'existe qu 'une s.m.c, non- 

orientable de courbure totale -67c et plus g6n6ralement M.E. de Oliveira 

[5] a montr6 l 'existence de s.m.c, non-orientables de courbure totale 

-27cn pour tout  entier n sup6rieur ou 6gal a trois, tous ces exemples 

sont param6tr6s par le plan projectif  moins un point, p2  _ {0}. 

A. Barros [1] a g6n6ralis6 les r6sultats de M. E. de Oliveira [5] sur les 

s.m.c, non-orientables de genre z6ro avec deux et trois bouts.  X. Zhang 

[7] a obtenu des r6sultats sur les s.m.c, non-orientables param6tr6es 

par le plan projectif  moins deux points, p2  _ {a, b}. E. Toubiana [6] a 

montr6 l 'existence d 'une famille de s.m.c, non-orientables de courbure 

totale -107r param6tr6es par p2  _ {0, 1} et T. Ishihara [2] a donn6 

une classification des s.m.c, non-orientables de courbure totale -107r 

param6tr6es par le plan projectif  moins un point. 

Ce n'est que r~cemment que T. Ishihara [3] a montr6 l 'existence 
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de s.m.c, non-orientables de genre un: elles sont param6tr6es par la 

bouteille de Klein moins un point, K 2 - {a} et elles sont de courbure 

totale -27c(2n + 2), n > 3. Dans le m6me temps, E. Toubiana [6] a 

construit des s.m.c, non-orientables de genre g pour tout  entier g, elles 

sont obtenues comme rev6tement de s.m.c, non-orientables de genre 

z6ro. 

Dans ce travail nous allons montrer l 'existence de s.m.c, non-ori- 

entables de genre 2. Plus pr6cis6ment nous allons montrer  le r6sultat 

suivant: 

Th6or~me 1. Pour tout entier n supdrieur ou dgal ~z 3, il existe une 

surface minimal  complete non-orientable de genre deux dans R 3 ~ u n  

bout et de courbure totale -27r(2n + 3). 

Remarques.  Nous empruntons ~ T. Ishihara [3] quelques techniques 

qu'il a utilis6es pour l '6tude des surfaces minimales compl6tes non- 

orientables de genre un. Remarquons que les m6thodes utilis6es ici peu- 

vent s'appliquer 6galement pour prouver l 'existence de surfaces de genre 

Oll .  

Lemme. (D6finition des s.m.c, non-orientables.) Une surface minimal  

N e s t  non-orientable si et seuIement si la pair (g, rl) de la reprdsentation 

de Weierstrass de la surface double N vdrifie les conditions: 

(i) g ( I ( z ) ) = - 1 / g ( z ) ;  

(ii) I*(r / )= _g2~]. 

oct I : N --+ N est une involution anti-conforme sans points fixes. 

On peut trouver une d6monstrat ion du Lemme dans [4] ou [5]. 

2. D6monstrat ion  du  th6or~me 1 

Soit S la surface de Riemann d6finie par l '6quation Mg6brique suivante: 

w 2 = (z 2 - 1)(k2z 2 - 1)(k22z 2 - 1), 

off w, z sont dans S 2 ~ C U {cx~} et kl, k2 sont des r6els v6rifiant 

0 < k 2 < k 1 < 1. 

I1 est connu que S est une surface de genre deux. 
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SURFACES NON-ORIENTABLES DE GENRE DEUX 65 

Nous remarquons que l 'application d~finie de S dans S par 

I ( z ,  = 

est une involution anti-conforme de S, sans point fixe et de ce fait le 

quotient ( S / I )  est une surface non-orientable de genre deux. 

De mani~re analogue g [3] on peut  ddmontrer  que la repr4sentation 

de Weierstrass d 'une s.m.c, non-orientable g u n  bout  paramdtrde par 

M = ( S / I )  - (co, co) doit 5tre de la forme suivante: 

n 

H (z -- bj)(z  - 1)(z - 1/kl)(Z - 1//k2) 

g ( z , w )  = k l k 2 A  j= l  n 

j = l  

n 

H (z + bj)2(z + 1)(Z + 1/kl)(Z + l/k2) 

~l = B j= l  dz  = f ( z ,  w ) d z  
~2 

avec A, B ,  bj E C. 

Un calcul montre  que (g, ~) vdrifient les conditions du lemme si et 

seulement si: 

A / l = l e t  A B  E iR. 

Remarquons que si les bj v~rifient 

bi ~ - b j ,  i , j  = 1 , . . . n ,  

g est une fonction m6romorphe sur S de degree 2n + 3, en ce cas si (g, ~/) 

d6finit une surface minimale non-orientable celle-ci sera de courbure 

totale -2~ (2n  + 3). 

Nous allons montrer  maintenant  que pour kl pros de un et k2 pros 

de z~ro (g, 7) d~finit une surface minimal, pour cela il suffit de montrer  

les relations suivantes: 
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Soient/31,/32,/~ 3 les chemins sur M d@finis par: 

/31(t ) = (1/k I - 1)t + 1, 

/32(t) = (1/k2 - 1/kl)t + l/k1, 
/33 = 2 t - 1 ,  t E [0,1]. 

ConsidSrons les courbes de Jo rdan  

{ (/3j(2t),w(/3j(2t)), t E [0, 1/2] 
3'j(t) = ( /3j(-2t  + 2) , -a3( /3 j ( -2 t  + 2)), t e [1/2, 1] " 

Nous remarquons  que ffl, 1'2, I(~/1), I(3'2) engendrent  Irl (M),  mais  s cause 

des relat ions du lemme nous avons 

et 

ji(~j) g277 = f~j I*(g2~]) = -- f~j ~], 

donc: 

De plus si 70 est une courbe de Jo rdan  dans  S - ( + o c ,  +co)  homotope  

au  point  (oc, oc), nous avons 

[z0] = +[z2] i [~31 + [~(~2)], 

oh les signes d @ e n d e n t  de l 'o r ien ta t ion  des courbes 7j,  J = 0, 2, 3. 

De ce fait  il suffit de mont re r  (4r seulement  pour  les courbes ~'1, 72, 

~'3. Remarquons  pour  cela que comme 

AB ~ 
gr] -- klk2 H ( z  - bj)(z + t)j)dz 

1 
nous avons 

car g~/ne cont ient  pas de termes  en w. 

De plus: 
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SURFACES NON-ORIENTABLES DE GENRE DEUX 67 

car r/et  g2r? sont des multiples de w. 

I1 suffit donc de montrer que 

f ~ j r l = ~ j g 2 r h  J = 1 , 2 ,  3, 

c'est ~ dire 
1 1 

1 1 

f /kl ~7 = f l  1/kl g2rl 

et comme 

f l / k 2  = f l / k 2  rl g2~7 
J 1 / k  1 J 1 / k  1 

I I  (z - bj)2(z - 1)(z - 1/kl)(Z - 1/k2) 

92~ = _B , J  =1 
02 

A ] t =  1 et A B  E ilR, 

nous voulons 

n 

1-i (z + bj)2(z + 1)(z + 1/kl)(Z + 1/k2) 
@ j= l a) 

Tb 

d z  = 

r I  (z _ bj)2(z - 1)(z - 1/kl)(Z - l / k 2 )  

_ f~j j=l  CO 

p o u r  bl ,  b2, . . . ,  bn b ien  choisis.  

Nous  avons  co 2 = (z 2 - 1)(k21 z2 - 1)(k2z 2 - 1), donc ,  

z E ] - - l , l [  =:~ w 2 < 0  =:~ w E i R  :=~ 

zE]l, kl[ ~ a 2 > 0  ~ c,.,ER 

zE]l/kl,1/k2[ ~ ~2 < o ~ a E i~  

dz, 

dz 

G] : --CO I 

cO : co; 

: --CO. 

(1) 

(2) 

(3) 

(m) 
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Notons $ 1 , . . . ,  S~ les fonctions sym6triques des b l , - . . ,  b,~, i. e. les 
bj sont les racines de l'6quation: 

X n - S 1 X n - 1  H- $2 X n - 2  + . . .  -F (--1)nSn = 0, 

et posons  SO = 1. En  d @ e l o p p a n t  pour  j = 1, 2, 3 l 'Squat ion (E) et en 

not  ant: 

~ l / k l  Z n 
- - d z  , n  E N ,  I n =  w 

f 
l/k2 z n 

1 ~ =  - - d z  , n  C N ,  
J l / k l  03 

1~ = - -  d z  = - - -  d z  , n E N e t  n p a i r ,  
w 2 l W  

nous obtenons le syst~me d'6quations (T) d6fini par les 6quations (1), 
(2) et (3) suivantes: 

n 
Z 2 ~  

Sk[ 2n+3-2k + (a + b)I2n+l_2k ] 
k=O 

+2 Z 
p+q=0(2) 
O<p<q<n 

p+q-=l(2) 
O<_p<q<n 

S p S q [ Z 2 n + 3 _ p _  q + ( a  -~- b ) I 2 n + l _ p _ q ]  

SpSq[(1 + b)12n+2_p_ q + aI2n_p_q] = 0 

(1) 

~b 

k=0 

+2 Z 
p-}-q~-0(2) 
O<_p<q<_n 

+2 Z 
p + q - l ( 2 )  
0_<p<q_<n 

SvSq[(1 + b)I~n+2_p_ q + aI~_p_q] 

S p S q [ I ~ + 3 _ p _  q + (a + b) I~n+l_p_q]  = 0 

(2) 
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n 

Z S2[(1 + b)I2~n+2-2k + a12~n-2k ] 
k=O 

+2 Z 
p+q~0(2) 
O<_p<q<n 

pWq-=l(2) 
O<_p<q<_n 

1 1 1 
avec b = _~ + et a = Yo' h 2 klk2 

SBSq[(1 + b)I~n+2_p_q + aI~n_p_q] 

" bXff' I SpSq[S~n+3_p_ q q- (a + ) 2n+l-p-q] = 0 

(3) 

En consid6rant (1), (2) et (3) comme un syst6me de trois 6quations 

off les variables sont Sn, Sn_l ,  Sn-2 et S n - 3 , . . . ,  S] sont des param6tres  

complexes, nous allons montrer  que pour  toutes  vMeurs complexes de 

S n - 3 , ' " ,  $1 les 6quations (1), (2) et (3) poss~dent  au  moins  une solu- 

t ion commune  (Sn, Sn-1, Sn-2). 

Pour  ceci nous avons besoin des est imations suivantes de In, I ' ,  I~ 

pour  k I a u  voisinage de 1. 

L e m m e  1. Pour ehaque entier n nous avons 
7r 

sn - 2 ~ / 1  - k~ + o(1) 

I2n+1 =- I1 + O(kl  -- 1), 

ISn = • + f i n  + o(1), 

oCt 

~ f l  l/k2 Z 2k 

f2n = k=O ~ / 1 -  k2z 2 dz 

I~" = I~)' + f ;2  + o(1), 

oCt 

n-1 r l  z2k 
- -  

f~n = 1 1 _  k2z 2 dz 

o(1) ddsigne iei une fonetion qui tend vers zdro lorsque kl tend vers 1 et 
0 ( ] r  - -  1) 

O(kl  - 1) d~signe une fonction telle que reste bornd lorsque 
hi - 1 
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kl tend vers 1. 

De plus, I 60(k 1 -- 1) = o(1) et S 6' O(k I -- 1) = 0(1). 
Nous avons, en particulier: 

7r 1 
f2 - 2k2 k2 arcsin k 2 

') f~= 1 1-k~+ + ~  ~ -  

+ 1 - k  2 + 

-- + 2~23 + arcsin k2 

= + 1 ~ 2 4 +  -- 

+ + 1 ~ + ~ +  

-- + 8~525 + 2~23 + arcsin k2 

f~t = O, 
1 

f~t -- arcsin k2 
k2 (11) 

f4' = 2T22(1 - k7 - 2~23 + k2 arcsink2 

(~_~ 4~22 ) (8~25 1 s~'= ~ + ~ q l - k ~ -  ~+~ 
f~, (1@k26 7 11@~)11 k7 = + 1 ~ 2 4 +  -- 

(l@k27 3 1 ~2)  -- + 8k~ + 2~23 + arcsin k2 

+4T2a + 

arcsin k2 

71" 

+ arcsin k 2 

Nous d6montrerons le lemme 1 dans l 'appendice. 
A l'aide du lemme 1, les 6quations (1), (2) et (3) deviennent respec- 
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t i v e m e n t  (1)', (2)' et  (3)', avec (nous ut i l isons le fair que a = ~ - ~ + O ( k l - 1 )  

1 
et b = 1 + ~ + O(kl - 1) ): 

E( 5 ] E s2  2 + I1 + 0(~;1 -- 1) 
k--O 

] +2 E SpSq 2+ 1 l + O ( k  1 -  1) :0 

p+q-K2) 
O<p<q<<_n 

+ 2  E 
p + q - 0 ( 2 )  
O<p<q<n 

(1)' 

E S ~  2+~2 I;+ 2+-~2 S2n+2_2k+~2f~n_2k+o(1 ) 
k : 0  1, ] + 2 z s~s~ 2 + s; + 2 + S;~+~_~_~ + + o(I) 
p+q-O(2) ~ k2 k2 f�89 
O<p<q<n 

+2~SpSq 2 + ~  s;+s~,~+3_p_q+ 1 + ~  f;~+l_~_q+O(1):o 
p + q - - l ( 2 )  
O<p<q<_n 

(2)' 
et (3)' e o m m e  (2)' avec " au  lieu de ' 

F 
E n  r emp law  success ivement  (2)' par  ( 2 ) ' -  ~  (3)' pa r  ( 3 ) ' -  

1 (1)', pu is  d iv i san t  (1)' pa r  (2 + 2/k2)I1 nous  o b t e n o n s  ( nous  ut i l i sons  

7]- 
ici le fair que I D O(kl - 1) = o(1), I 6' O(kl - 1) = o(1) et  In - 2. ~ _ / ~ _ 2  + 

V~ ,-2 
o(1) ): 

n 

E $2[1 + O(kl -- 1)] + 2 E 
k : 0  O<_p<q<n 

SpSq[1 + O(kl  - 1)] = 0 (1)" 
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[(,) 1,  ] 
E s2 2+~-22 ]2n+2-2k +-~-2f�89 +o(1)  
k=0 

+2E 
p + q - O ( 2 )  
O<p<q<n 

+ 2  y ~  
p + q = l ( 2 )  
O<_p<q<_n 

[ ( 1 )  1' 1 spsq 2+y2 f~n+2_p_q+~f~._~_~+o(z) 

n+3-p-q + 1 + f2n+l-p-q + 0(1) = 0 

(2)" 

(3)" comme (2)", avec " en lieu de ' 

En consid6rant les combinaisons lin6Mres ad6quates entre (2)" et 

(3)/', plus pr6cis6ment en remplaqant  les 6quations (2)/' et (3)" par  (B) 

et (C), avec 

[ ~_2 arcsin k2 [ 2 1 + 2];2 2 

et 

~.~. ~rcsi.~ 7 _ [ ~  ~ -  ~ 

nous obtenons: 

, 2 , 2 , 2 , 
a3S n + a2Sn_ 1 + al~q~_ 2 + 2a23SnSn-1 + 2a~13SnSn_2 

+ 2a ]2Sn- lSn-2  + 2b~3,~n + 2b~2Sn_l + 2b~lSn_2 
n - 3  

+ E ck $2 + 2 E dpqSpSq = 0 
k=O O<p<q<n 

(3)" 

(3)" 

(B) 

, t ,~2 , , ,~2 , , 0 2  ,t ,, 
a3~n + a2~n_l  + a lan_2  + 2a23SnSn-1 + 2a13SnSn_2 

+ 2a72Sn_lSn_2 + 2b~Sn + 2b~Sn_l + 2b'~Sn_2 
n--3 
~-~ ,,02 ,, ck~k + 2 Z d;~S~S~ = o + 
k=O O<p<q<n 

(c) 
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avec, en particulier: 

, 1 2 1 
1 + o(1) 

1 
a~ = k2 + o(1) 

1 
a ~ :  k2 +2+~ 

, 1 1 
+ 0(1) a12 -- k 2 2 

1 
a h  : ~ + o(1) 

2 
a23 = k2 + 1 + o(1) 

5 2 31 1 4 ) 
b~= 6~4 k~ 1 ~  h ~+o(1) Sn-3 

+ P I ( S n - 4 , . - . , S 1 ) ,  s i n  >_ 4 

b 2 = k3 k2 2k 2 1 + O(1) Sn_ 3 + P 2 ( S n - 4 , . . . , S l ) ,  s i n  >_ 4 

(11)  
b~ = k-~ 2 + o(1) Sn-3 + P 3 ( S n - 4 , . - . , S 1 ) ,  s i n  >_ 4 

off P1, P2, P3 sont dans ]I{1[Sn-4, �9 �9 �9 , $1]. 

Egalement:  

17 9 2 17 
a ~  ---- 

8~22 + 4 + o(1) a~2 k2 + -8- + o(1) 

7 7 a~ = = + 2 + o(1) a~3 4~2 + 2 + o(1) 

3 3 3 7 
a ~ =  +o(1)  a~3=  + +o(1)  

1 9 49 ) 
b7 = 48k~ + 4k~ 8 + o(1) Sn-3 + Q1(S,~-4, . . - ,  S1), si n _> 4 

= + ~ + o ( 1 )  S n - 3 + Q 2 ( S n - 4 , . . . , S 1 ) ,  s in>_4  

) = + ~ - + o ( 1 )  Sn-3+Q3(S~4 , . . . , S1 ) ,  s in>_4  

off Q1, Q2, Q3 sont dans R1 [Sn-4, �9 �9 �9 , S1]. 
En  effectuant: 

[1 + o ( h  - 1 ) ] ( B )  - a ] ( 1 ) "  e t  [1 + O ( h  - 1 ) ] ( C )  - a 7 ( 1 ) "  
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2 ( O1"1 [1 + O ( k  1 --  1)] e s t  le  c o e f f i c i e n t  d e  S n _  2 d a n s  l ' ~ q u a t i o n  (1)" )  n o u s  

o b t e n o n s ,  en  a p p e l a n t  X = S n - 2 ,  Y = S n _ l ,  Z = S~: 

[1 + O ( k  I --  1 ) ] (B)  --  a ] ( 1 ) " :  

2 X { [ a ] 2  - a~l + O ( k l  - 1)]Y + [el3 - d 1 + O ( k l  - 1)]Z + b~ - a ]  

+ O ( k l  - 1)} = -[at2 - a~l + O ( k l  - 1)]Y 2 - [a~ - a ]  + O(]r 1 --  1 ) ]Z 2 

- 2[a~3 - a~l + O ( k l  - 1 ) ] Y Z  - 2[b~ - E 1 + O ( k l  - 1)]Y 

- 2 [ b ~  - a '  1 + O ( k l  - 1 ) ] Z  - [ E  0 - a '  1 + O ( k l  - 1)]  

[1 + O ( k l  - 1)](C) - a~(1)" :  c o m m e  [1 + O ( k l  - 1)](B) - a~(1)"  avec  " a u  

l ieu de  ' 

E n  ~ g a l i s a n t  les d e u x  e x p r e s s i o n s  de  S~_2 q u e  n o u s  v e n o n s  de  t r o u v e r  

pu i s  en  r e m p l a ~ a n t  d a n s  (1)" S n - 2  p a r  l ' e x p r e s s i o n  t r o u v 5 e  d a n s  [1 + 

O ( k l  - 1)](B) - a ] ( 1 ) ' ,  n o u s  o b t e n o n s  les d e u x  ~ q u a t i o n s  s u i v a n t e s :  

A I Y  4 + A2 Z4  + A 3 y 3 z  + A 4 y 2 z  2 + A 5 Y Z  3 + B1 Y 3  

+ B2 Z3  + B 3 y 2 z  + B 4 Y Z  2 + C 1 Y  2 + C2 Z2 (E l )  

+ C s Y Z  + D 1 Y  + D 2 Z  + E = 0 

e t  

c~Y 3 + / 3 Y  2 + - /Y  + (5 = 0 

&vec 

A 1 = (a~ - a ~ )  2 - 4 ( a ~  - a ] ) ( a ] 2  

A3 = 4(a~ - a ] ) ( a~3  - a~) - 4 ( a ~  

(E2) 

--  a ] )  + 4 ( a ] 2  --  a~) 2 §  I - -  1) 

- a] )  + 4 ( a ] 3  - a ] )  2 + O ( k l  - 1) 

- a )(a 3 - 

- 8(a~3 - a~)(a~2 - a~) - 4 ( a ~  - a~)(a~2 - a~) 

+ 8 ( a ] 2  --  a ] ) ( a ] 3  --  a ] )  + 8 ( a ] 2  - -  a~)  2 + O ( k  1 --  1) 

A4 = 2(a~ - a])(a~ - a]) + 4 ( a ~ 3  - a ] )  2 - 4(a~ - a ] ) ( a~2  - a~) 

- 8 ( a ~ 3  - a ] ) ( a ] 3  - a ] )  - 4 ( a ~  - a ] ) ( a ] 3  - a ] )  

- 8(a~3 - a~ ) ( a ]2  - a ] )  + 4 ( a ] 3  - a ] )  2 + 4 ( a ] 2  - a ] )  2 

+ 16(a~2 - a~)(a~3 - a~) + O ( k l  - 1) 

A5 = 4(a~ - a ] ) ( a~3  - a~) - 4(a~ - a ] ) ( a ] 3  - a ] )  - 4(a~ - a~ ) ( a ]2  - a ] )  

- 8(a~3 - a ] ) ( a ] 3  - a ] )  + 8 ( a ] 2  - a ] ) ( a ] 3  - a~) 
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+ 8(a~3 -- a [ )  2 + O ( k  1 -- 1) 

Bi, C j , D k , E  E ]t~[5,n_3,...  ,$1] ,  i = 1 , 2 , 3 , 4 ,  j = 1 ,2 ,3 ,  k = 1,2, 

c~ = (a72 - a t ) ( a  ~ - a~) - (a[2 - a~l)(a~ - a[) + O(k] -- 1) 

/3 = [2(at2 -- a t ) (a~3  -- a [ )  + (at3  - a t ) ( a  ~ - a [ )  - 2(a[2  - a [ ) (a~3  - a t )  

- (a~3 - a'l)(a~ - a t ) ] Z  + / 3 0 ( 5 , n - 3 , . . . ,  5,1) + O(k l  - -  1) 

7 = [(at2 - a[)(E3 - al) + 2(a t3  - a{)(a~3 - a [ )  - (a~2 - al) (a  ~ - at) 

- 2(a~3 - a [ ) (a~3  - at)]  Z2  + 7 1 ( 5 , n - 3 , . . . ,  5,1)Z 

+ ") '0(5 ,n-3 , . . . ,  5,1) + O ( k l  -- 1) 
a , t  ~ _ _ , ,  6 = [( 13 - a t ) ( a 3  - a ] )  (a]3 - al) (a  ~ a t ) ] Z  3 + 6 2 ( 5 , n _ 3 , . ,  5 ,1)Z 2 

q2 61(5 ,n -3 , """ ,  5,1) Z + 60(5 ,n -3 , """ ,  5,1) + O ( k l  -- 1) 

avec  /30, O~0, 71 ,60 ,  61,62 E N [ S n - 3 , . . . ,  5"1]. 

' " t r o u v 6 e s  p lus  h a u t  n o u s  o b t e -  E n  u t i l i s an t  les e x p r e s s i o n s  des  ai, aj 

nons:  

1 1 1 
A 1 -  k26 k24 +4k-22 +0(1) 

1 4 7 4 

A 3 4 ( lk6 1 1 
: + k4 

6 12 2 12 
A4 : + + k4 

A5 4 { 1  3 3 : + + 

7 3 
+ 1 + o(1) 

4k2 2 k2 

1 1 1 "~ 
k 3 + 4-~2 2 + ~ 2  + 0(1) ) 

9 3 
2 ~  + ~ + 1 + o(i) 

1 11 1 1 '~ 
k 3 4k22 4k2 + 2 + o(1) ) 

1 1 
0~= 4~24 +4T23 + o ( 1 )  

= + ~ + z + 9o(S~_8, . . . ,  Sl) 

"7---- + 4 ~ 2 3 - } -  k ~  + + 0 / 1  " ' "  + O / 0 ( S n - 3 ,  �9 �9 �9 5,1) 
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= (~24 5 5 1 ) Z3 
+ 2-~23 + 2-~22 + ~2 + (~2(Sn-3'""" $1)Z2 

-4- 61(Sn_3, �9 �9 �9 S1)Z -}- 50(~qn_3,... S1) 

01~l t30, 70, ~1,50, 51, 52 E R[Sn-3, �9 �9 �9 S1] 

Pour montrer  que le syst~me d'6quations initial (T) en Sn, Sn_l,  

S~_2 poss~de une solution pour n = 3 ( et pour toutes valeurs de 

Sn-3, . . . ,S1,  au cas off n > 4 ) il est 6quivalent de montrer  que le 

syst~me d'6quations (El,  E2) poss~de toujours une solution (Z, Y) pour 

toutes valeurs de Sn_3,~qn_2, . . .  , S 1. 

Pour cela remarquons que pour routes valeurs complexes de S , -3 ,  

�9 . . ,  $1, l '6quation (E2) consid6r6e comme une 6quation en Z et Y d6finit 

une surface de Riemann compacte M, appelons (Z, Y(Z)) les points de 

M, on peut  donc consid6rer l '6quation (El)  comme une 6quation sur M 

du type 

F ( z ,  Y ( z ) )  = o 

a v e c  

F(Y, Z) = A1 Y4 + A2 Z4 + A 3 y 3 z  + A 4 y 2 z  2 + A5YZ  3 + B1 Y3 

+ B2 Z3 + B 3 y 2 z  + B4YZ  2 + C1Y 2 + C2 Z2 

+ C3YZ + D1Y + D2Z + E 

De ce fait si F n'est pas constante, F dolt avoir des z6ros sur M et 

le syst~me d'dquations (El,  E2) admet  donc des solutions. 

Montrons que la fonction F n'est pas constante sur M. 

En posant Y = U - ~ l '6quation E2 devient: 
3 a  

U 3 + p U  + q = o ($) 

avec 

3a 7 -- 3 2 
p = 3a 2 

2/33 - -  9a/37 + 27a25 

q ---- 2 7 a 3  

Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 24, N. 1, 1993 



SURFACES NON-ORIENTABLES DE GENRE DEUX 77 

ainsi en posant 

o~x les racines cubiques sont choisies de telle mani~re que UlU2 = -3p, 
les solutions de ($) sont 

U1 = (Ul + u 2 ) / 3 ,  U2 = (jul + j2u2)/3, U3 = (j2ul + ju2)/3 
27ri 

ofij = e T .  
Les solutions de (E2) sont donc: 

Y j . = U j -  ~--~,j=1,2,3, 
3o~ 

c'est ~ dire 

Y1 = [~ (~/8+ 3v/-~+ ~/8--3v/~ + 4 ) +  O(k2)+ o(1)1 Z+o(Z)  

Y2= [~ ( j ~ / 8 + 3 v ~ +  j 2 ~ / 8 _ 3 v / ~ +  4 ) +  O(k2)+ o(1)]Z+ o(Z) 

]13 = [~ ( j 2 ~ / 8 + 3 v / ~ + j ~ / 8 _ 3 ~ + 4 ) +  O(k2)+ o(1)]Z+ o(Z) 

o(Z) 
oh o(Z) ddsigne une fonction de Z telle que T tend vers z6ro lorsque 

O(k~) reste Z tend vers c~ et O(k~) est une fonction de k2 telle que k~ 

born6 lorsque k2 tend vers z6ro. 
Posons 

Yj = [Aj + O(k2) + o(1)]Z + o(Z),j  = 1, 2, 3. 

En rempla~ant Y par Yj darts la fonetion F(Z, Y(Z)) et en eonsid6rant 
Z pros de c~, F(Z, Y(Z)) est dquivalent ~: 

F(Z,Y(Z))  ~ A1Yj 4 + A3Yj3Z + A4Yj2Z 2 + A5YjZ 3 + A2 Z4 

(A1 A4 + A3 A3 + A4/~ 2 + A5)~j + A2)Z 4 

(Aj + 1) 4 k---g + O + o(1) 
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I1 est clair que ),j ~ - 1  pour j = 1, 2,3 nous concluons de ceci 

que F(Z,  Y)  n'est pas une fonction constante sur M d~s que kl est 

assez proche de 1 et k2 assez proche de z6ro. Ceci montre  que le 

syst~me d'6quations initial (T) poss~de des solutions pour n = 3 et 

poss~de ~galement des solutions pour toutes les valeurs complexes de 

S n - 3 , . . . ,  col d~s que n _> 4. 

I1 reste g montrer: 

Proposition. II existe des solutions (S1 , . . . ,  S~) au syst~me d'dquations 

initial (T) ddfini par les dquations (1), (2) et (3) telles que les complexes 

b l , . . ,  bn obtenus gz partir de ( S I , . . . ,  Sn) vdrifient: 

bj E C - i]R et bi ~ -b j  i, j = 1 . . .  n. (*) 

On observe que si l 'une des ces deux conditions n'6tait pas v&ifide 

nous pourrions faire des simplifications dans le quotient d6finissant g: 

n 

I I  (z - bj ) (z  - 1)(z - 1 / k l ) ( z  - 1/ks) 

g(z, co) = k l k 2 J  j : l  
n 

j = l  

ce qui diminuerait  le degr6 de 9 et donc la courbure totale de S. 

Pour cela nous montrerons d 'abord les lemmes suivants: 

Lemme  2. Pour n = 1 le syst~me d'dquations initial (T) ne poss~de pas 

de solutions . 

D~monstration. En effet pour n = 1 nous avons un syst~me de 3 

6quations g une inconnue bl = $1: 

5'12[/3 + (a + b)I1] + 25'1[(1 + b) I  3 + aI1] + I5 + (a + b) I  3 = 0 (1) 

$2[(1 + b)I~ + alO] + 2S1[/~ + (a + b)I~] + (1 + b)/~ + a/-~ = 0 (2) 

$2[(1 + b)I~ + aI;'] + 2S1[I~' + (a + b)/~'] + (1 + b)I' 4' + a G = 0 
(3) 

En ~liminant $12 dans les 6quations (2) et (3) nous obtenons: 

2S1=[(1 + b)I~ + aid'I[(1 + b)I~ + aI~]- [(1 + b)I' 4 + aI~][(1 + b)I~' + aI~'] 
[I~ + (a + b)I~][(1 + b)I~' + aI~']-[I' 4' + (a + b)I~'][(1 + b)[~ + aI~] 
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nous  en d6duisons  que $1 dolt  6tre r6el et  doric S 2 dolt  6tre un r6el 

positif ,  mais  en 61iminant $1 darts les 6quat ions  (2) et  (3) nous  obtenons :  

$12 = [(1 + b)I' 4' + aI~'][(F 4 + (a + b)I~] - [(1 + b)F 4 + aI~][F 4' 9- (a + b)I~'] 
[I~' + (a + b)1~'][(1 + b)I~ + aI;] - [I~ + (a + b)I~][(1 + b)l~' + aI;'] 

a(I~I~' - q'•  + (a + b)(1 + b ) ( & ~ '  - • 
S2 = (~ + b ) ( f ~ '  - 1~'q) + a G *  ~' - ~;'I~) + a(a + b)(&~' - ~;'I~)' 

or en examinant les domaines d'int6gration des int6grales ip et Ip' nous 

remarquons que pour tout entier positif n: 

I 2 n + 2  > [ i n  e t  < I~n , 1~'+2 " 

de ce fait 
G+2 G + 2  

> 1 >  - -  

_U I "  2n 2n 

d6duisons  de ceci que le num6ra t eu r  de S12 est s t r i c tement  posi t i f  nOUS 

alors que  le d6nomina t eu r  est s t r i c t ement  n6gatif.  De ce fait S 2 est 

s t r i c tement  n6gat i f  con t red isan t  le fait que $1 est r6el. 

L e m m e  3. Pour  n = 2 le syst~me d'dquations initial (T) ne poss~de pas 

de solutions lorsque hi est assez proche de i e t  k2 assez proche de zdro. 

D6mons t r a t ion .  P o u r  n = 2 nous  avons un  sys t6me de 3 6quat ions  h 2 

inconnues  $1, $2: 

s~[/3 + (a + b)h] + S~[/5 + (a + b)/31 + 2Sz&[(* + b)/a + ah ]  
(1) 

+ 2S2[I5 + (a + b)/3] + 2S1[(1 + b)I 5 + aI3] + I 7 + (a + b)I 5 = 0 

s~[(1 + b)z~ + aZ6] + s12[(1 + b)/~ + aI~] + 2&S2[I'4 + (a + b)/~] 
(2) 

+ 2S2[(1 + b)I~4 + aI~] + 2S1[I~ + (a + b)I~] + (1 + b)I~ + aI~4 = 0 

s~[(1 + b)I~' + aZ6'] + S2[(1 + b)/~' + a/~'] + 2 & S 2 [ q  + (a + b)/~'] 
(3) 

+ 2~2[(1 + b)ff 4' + all '  ] + 2S1[_/~' + (a + b)ff4' ] + (1 + b)[~' + aft  4' = 0 

En ut i l isant  les es t imat ions  des int6grales Iv, Ip, Ip' donn6es au l emme 

1 puis  en effeetuant  les m~mes combina isons  lin6aires ent re  les 6quat ions  

(1), (2) et (3), que celles effectu6es plus hau t  nous  obtenons :  

$211 + O(]r z - 1)] 9. $211 + O(]r 1 - 1)] 9. 2S IS211  9- O(]r - 1)] 
(1) 

9- 2S211 9- O(k  1 -- 1)] 9- 2S111 9- O(k  I -- 1)] 9- 1 9- O(k  z -- 1) = 0 
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a ;S  2 + a~S 2 + 2a~3S1S2 + 2b;S2 + 2b~Sl + a~)----0 (2) 

a3~2,,~2 + a ~ S ~  + 2 a ~ 3 S l S  2 + 2b~$2 + 2b~S1 + a~ = 0 (3) 

avec 

1 i 1 
a ~ = ~ + 2 + o ( 1 )  a 2 = k 2  +~ 

2 1 2 1 

a 2 3 = k 2  + 1 + ~  a ~ -  k3 k2 2k2 
1 1 1 

b~ = k22 + o(1) b~ : -  k2 2 2 + o(1) 

a~ = 3 3 ,, 7 
4~2 + 2 + o(1) a 2 = ~ + 2 + o(1) 

3 7 ,, 17 9 
a~3 = ~ + ~ + o(1) a0 = ~22 + 4 + o(1) 

7 2 17 
: : 

4k2 + 2 + o(1) k22 + 8- + o(1) 

1 + o(1) 

En effectuant: [1 + O ( k l  - 1)](2)-a~(1) et [1 + O(k 1 - 1)](3)-a~(1) 

nous obtenons 

[1 + O ( k l  - 1)](2)-a~(1): 

S 1 = 

[ a ~ 3 - a ' 2 + O ( k l - 1 ) ] S 2  + 2[b'3 - a ~ 2 + O ( k l - 1 ) ] S 2 + a ~ o - a ' 2 + O ( k l  - 1) 
2{[a~3 -- a~ + O(k 1 -- 1)]~q 2 + b' 2 - W 2 + O ( k l  - 1)} 

[1 + O(k 1 - 1)](3)-a~(1): 

S 1 = 
I! II 2 II [a 3 - a  2 +O(kt  - 1)]S~ +2[b 3 - a [ + O ( k l  - 1)]$2 + a ~ - a [ + O ( k l  - 1) 

2{[a~3 - a~ + O ( k l  - 1)]S2 + b~ - a~ + O ( k l  - 1)} 

En 6galisant les deux 6quations de S1 puis en reportant la premi6re 
expression de S1 ( [1 + O ( k l  - 1)](2)-a~(1)) dans l '6quation (t) nous 

obtenons le syst6me (T1) suivant: 

{AS  + + + + = o 
a S  3 +/~S~ + "yS2 + 6 = 0 (771) 
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avec 

4 
A = k7 + o(1) B = 4 

c = 4 k~ 2k~ + + o(11 D = 4 

1 1 1 
E -  + § o(1) 

1 1 

= k7 + ~ + o(1) ~ - 

1 3 1 

: 4~24 + 4~23 + 2~22 + o(1) 5 -  

- + + o(1) 

---~ + + O(1) 

3 1 
- -  + o(1) 2k2 

1 1 
4k 4 4k 3 + o(1). 

En procddant par dlimination, on peut v4rifier que le systbme (771) 

est 6quivalent au systbme suivant de deux dquations g coefficients r4els: 

a v e c  

a2S22 + a l S  + ao = 0 

~s~ + ~s~  + ,~& + 6 = o 
(T2) 

as = ~ ( ~ C  - ATI - 3 ( ~ B  - 9 A l  = k~ + k~ + 0 + o(11 

a l = a ( o ~ D - A S ) - 7 ( ~ B - S A ) -  k9 2k28 + O  +o(1) 

a 0 = o~2E - 6(o~B - /3A) = k-~ + k~ + O + o(1) 

Le discriminant de la premi6re 6quation de (T2) est: 

A = a~ 4aoa2 - kl 8 + O 1 

donc A est strictement n6gatif si k2 est assez pros de zSro, en ce cas 

la premiere 5quation de (T2) admet deux racines distinctes complexes 

et conjugu6es. Comme la deuxi~me 5quation de (T2) est ~galement g 

coefficients r~els, pour que (T2) poss~de une solution il est n~cessaire 

que le polynSme a 2 S  2 +a lS2  + a0 divise a S  3 +/3S 2 +7S2 +6, mais nous 
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avons: 

+ + 

[( 5) al( ao( + " / - a o  - - -  / 3 - a l  Z + 6 - - -  / 3 - a l  a--- 
a2 a2 a2 / 

Or 

( ~2) 5a2 -  - a l a )  6 - ao /3 - a 1 = 0 ~=~ ao(a2/3 = 0 
a2 

et un calcul montre que 

5a~-ao(a2/3-al~)- 4~0 +O +o(1). 

De ce fait pour kl pros de 1 et k2 pros de z~ro, le polyn6me a2S 2 + 
alS2 +ao ne divise pas c~S 3 +/3S2 2 +7S2 +5  = 0, ce qui montre le lemme 

3. 

D~monstrafion de la proposition. Nous pouvons maintenant  montrer 

que le syst~me initial (T) poss~de une solution Sn, Sn-1, Sn-2 v@rifiant 

les conditions (.) dans le cas off n = 3 ( ceci pour kl prbs de 1 et k2 pros 

de z~ro). En effet supposons pour commencer bi = -bj ,  avec bi E C - i N  

et i, j E {1, 2, 3}. Dans l'expression donnant  g nous pourrions faire deux 

simplifications ce qui nous ram~ne au c a s n  = 1, mais le lemme 2 montre 

qu'il n 'y  a pas de solutions. 

Si nous supposons maintenant  bj ~ iN pour j E {1, 2, 3} nous pour- 

rions simplifier g ce qui nous ramgnerait  au cas n = 2 et en ce cas nous 

concluons avec le lemme 3. 

Supposons maintenant  n _> 4; les solutions Sn, Sn-1 et Sn-2 du 

systSme (T) sont localement des fonctions holomorphes des variables 

complexes Sn-3 , . . . ,  5;1 et nous d6duisons donc que tes solutions b l , . . . ,  

bn sont ~galement localement des fonctions holomorphes des variables 

complexes S n - 3 , . . .  ,S1, ainsi si bi et bj ne sont pas constantes i , j  E 
{1 , . . . ,  n} nous ne pourrions pas avoir 

b i ( S n - 3 , . . . ,  S1)  = - b j ( S n = 3 , . . . ,  S l )  

pour tout  Sn-3 , . . . ,S1  appar tenant  ~ un ouvert de C n-3. I1 suffit 

donc de montrer qu'il existe des solutions Sn, Sn-1, Sn-2 de (T) telles 
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que parmi les complexes b l (Sn_3 , . . . ,  $ 1 ) , . . . ,  bn(Sn-3, . . . ,  $1) obtenus 

part ir  de S n - 3 , . . . ,  S1 il n 'y  a pas deux termes constants bi, bj, i r j 

v6rifiant 

cas (1): bi = - b j  = constante, 

et il n 'y  a pas de termes constants bj imaginaire pure 

eas (2) : bj ~ iN, bj = constante. 

Supposons que Fun des complexes b obtenus k partir  des Sn , . . . ,  $1 soit 

constant,  pour tout  $1 , . . .  S~-3 appar tenant  ~ un ouvert de cn -3 ;  nous 

a v o n s  

Sn(S.n-3,. . . ,  S1) - bSn- l (Sn-3 , . . . ,  $1) -F""  § (-1)nbnS1 = 0. (ill) 

Remarquons que si (S,~, . . . ,  S1) est solution du syst~me initial (T), co- 

mme celui ci n 'a  que des coefficients r~els, S n , . . . ,  S1 est 6galement 

solution de (T), de ce fait par continuit~ des solutions S~, Sn-1, S~-2 en 

fonction des param~tres S ~ - 3 , . . . ,  S1 nous d6duisons que: 

Sn(S~_3,. .. ,31) - bSn- l (Sn-3 , . . .  ,S1) + " "  + (-1)nbnS1 = 0 

ce qui est ~quivalent 5: 

S n ( S n - a , . . . , S - 1 ) - b S n - I ( S ~ - a , . . . , S 1 ) + ' " + ( - 1 ) ~ b n S 1  = 0  (F2) 

Consid6rons pour commencer  le cas (1), supposons done bl = -b2. 

Nous allons distinguer deux cas: 

(i) bl,b 2 E C - { I ~ U i l R } ,  

(ii) bl,b2 EN.  

(Nous pouvons supposer bl, b2 ~ JR, car bl E iN ram~ne au cas (2).) 

Au eas (i), S n , . . . ,  S1 v6rifient les deux 6quations (F1), (F2) avec b e t  {) 

successivement (on a b = 

Nous avons de ce fair 

sn - bSn-1 

Sn + bS~_ l 

Sn - bSn-1 

S n  + b S n - 1  

- b l  = b2). 

les quatre 6quations: 

+ b2Sn_2 + . . .  + (-1)nbnS1 = 0 

+ b2Sn_2 + . "  + bnS1 = 0 

-+- b 2 S n _  2 -~- �9 �9 �9 -J- ( - l ) n b n S  1 = 0 

+ b 2 S n _  2 + . . .  + b n S  1 --- 0 

(G1) 
(G2) 
(G3) 
(G4) 
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Nous dSduisons: 

Sn-1 + b2Sn-3 + b4Sn-5 + . . . .  0 ((G2) - (G1)) 

Sn-1 + b2Sn-3 + b4Sn-5 + . . . .  0 ((G4) - (G3)) 

puis 

( 5  2 - -  b2)Sn_ 3 ~- (b 4 - b4)Xn_ 5 + . . . .  0 ((G2) - (G1)) - ((G4) - (G3)) 

or b 2 - ~2 r 0 car b C C - IR - iN,  nous obtenons  donc une re la t ion entre  

(Sn-3, . . . ,  S1) ce qui est absurde  car ces variables peuvent  ~tre choisies 

i n d @ e n d a m m e n t ,  ce qui clot le cas (i). 

Consid~rons le cas (ii), Sn , . . . ,  $1 v~rifient l 'gquat ion  (F1) avec b = bl 

et b = b2 = - b l  successivement,  nous avons donc 

Sn - -  bSn_l + b2Sn_2 + " "  + (-1)nbns1 =-0 (H1) 

Sn + bSn-1 + b2Sn-2 + " "  + (-1)nbns1 = 0 (/ /2) 

d'ofl 

Sn + b2Sn_2 + b4Sn_4 "'" + (-1)~bnS1 = 0 ((H1) + (//2)) 

S~-I = -b2Sn_3 + b4Sn_5 + . . . .  ((//2) - (HI))  

S~-1 est donc d6termin5 en fonct ion de (S~-3, .  �9 �9 S1), il n ' y  a donc 

qu 'une  solut ion S~_I donn~e par  (HI)  - (//2). Mais Sn, Sn-1 sont 

aussi solutions des 6quat ions (El) ,  (E2) dfifinies plus h a u t  et inverse- 

ment  routes  les solutions de (El) ,  (E2) sont solut ions du  syst~me init ial  

(T). Nous avons vu de plus que (E2) d~finit une surface de R i e m a n n  M 

et que (El)  est une ~quat ion sur M du  type  F(Sn, Sn,) = O, off F est une 

fonct ion m~romorphe  sur M.  I1 n 'es t  pas dificile de voir que F est une 

fonct ion de degrg 12 sur M ,  ainsi le syst~me (El ,  E2) a d m e t  exac tement  

12 solut ions (Zj, Yj) , j  = 1 , . . . ,  12 avec multipliei t& Pa r  ailleurs la pro- 

jec t ion (Sn, Sn-1) --+ Sn-1 de M sur S 2 ~ C - {oo} est une appl icat ion 

de degr~ trois. C o m m e  nous avons remarqu6 que Sn-1 est un iquemen t  

determinS,  l '6quat ion (E2) n ' a  que trois  solut ions avec multiplicitY, ce 

qui contredi t  le fait  que le syst~me ((El) ,  (E2)) poss~de 12 solutions.  Ce 

qui clot la discussion du cas (1). 
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Consid6rons  le cas (2), supposons  donc  bl E iN, 1~ encore  nous  

d i s t inguons  deux  GaS: 
(i)  b 1 • 0; 

(ii) bl = 0 

Au  cas bl r 0, les 6quat ions  (F1) et (F2) donnent :  

S,~ - bSn~ + b2Snz . . . .  + (-1)nbnS1 = 0 ( /1 )  

Sn + bSnl + b2S~2 + " "  + bnS1 = 0 (F2) 

et nous  concluons  de mani~re analogue  au cas (ii) du  cas (1). 

A u  cas bl = 0, pour  tou t  (Sn -3 , . . . , S1 )  a p p a r t e n a n t  ~t un ouver t  

de C ~-3,  ]es solut ions  (Sn, Sn-1,  Sn-2) du  sys t~me initial  (T) v~rifient 

S~ = 0 ainsi Sn est un iquemen t  determin~ et nous  eoncluons  c o m m e  

pr~e6demment  au cas (1). 

I n = ~ 1/kl 

en posan t  

Appendice 

D6monstration du Lemme 1. Nous  allons d ' a b o r d  mon t r e r  les es t ima-  

t ions des int~grales In. Pour  tou t  entier  n nous  avons: 

Z n dz 

i ( Z  + 1)(1 + klZ)(1 -- k2Z 2) V (Z 1)(1 klZ ) ' 

n o u s  a v o n s :  

avec 1 < Ok1 

c a r  

f (z )  = 
Z n 

~r + 1)(1 + klZ)(1 -- k22z 2) 

f l  /kt dz 
In : f(Ckl) v/(Z -- I)(i -- klZ ) 

< ] / k l ,  done 

71" 
In = f (ekt) x /k l '  

~a b d z 
v/(z - a ) ( b -  z) = Tr pour a < b. 
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Cla i r emen t  

d ' oh  

1 
lim f(Ckl ) -- 

kl--*l 2 1 ~ / ~ - -  k~'  

71" 
A -  

2~/1- -  k2 2 

Pa r  ail leurs p o u r  t o u t  ent ier  n 

+ 0(1). 

1 
hi  - 1 ( I 2 n + 1  - I 1 )  = 

_ i f l / k l  z 2n+1 - z dz 
k I 1 { ( z  + 1)(1 + klZ)(1 -- ~:2z2) 1/( z -- :1)(1 -- klZ ) ' 

donc  

n-1 / 
Z ( E Z 2p X/~+I  

1 1 j(l l/kl \p=O ] ____= ~/ Z--1 
kl__ 1 ( 1 2 n + 1 - - I 1 ) - -  k l -  i ~ + k l Z ) ( 1 - - ~ 2 2 z  2) 1--  kl  z 

ainsi 

1 g(ckl) fl/h/Z-ldz 
~1 - 1(/2n+i -- I1) -- X / ~ - ~ I  -- 1) 1/k  1 -- z 

avec 

o r  

n-1 ] 
Z ( E Z  2p v / z + l  

g ( z )  = \ p = O  / e t  1 < ek] < l / k 1 ,  

i ( 1  d- klZ)(1 -- k2Z 2 

f l  /kl / Z -- 1 dz 71-(1 - k l )  

V 1 / k l -  z 2kl ' 

done,  nous  eone luons  que p o u r  t o u t  ent ier  n nous  avons 

/2n+1 = I1 + O(kl - 1). 

Pour i" nous avons: 

, = [ 1 / k 2  z 2 n  _ j_ 
dz, 

- -  d z ;  
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= f l /e2  
(I~n --  I ; )  J1 /k l  

puis, pour  tout  entier n, 

ainsi, 

De plus 

= f l / k2  
I~ J1/kl 

La fonction 

0 
---0 

i ( k 2 Z  2 - -  1)(1 - -  k2Z 2) 
dz, 

z2p) 
lirn ( I~n -- .[6) = f]l 1/kz 

k1-~1 ~/l _ k~z 2 
dz, 

n_l ] 
(E z2p 

f l  /k2 \p=O ,/ 
I 2 n :  IO§  ~ l - - ~ 2 ~ 2 d z  +~ �9 

1 dz 

~/(z2 - 1)(1 + klZ)(] + k2z) v / ( h  z - 1)(1 - k2z )  

/ 

h(z) = ~r 2 -- 1)(1 + klZ)(1 + k2z), 

est croissante sur ] l / k l ,  l /k2[  et nous avons donc: 

hi f l /~z  dz 0 < z; < 
V/2(1 + k2/k1)(1  _ k2) Jl /k  1 X/~(klZ -- 1)(1 -- k2z ~" 

C omme la derni~re int~grale est ~gale ~ 7vV/~/k2, nous d6duisons: 

o ( h  - 1)I~  = o (1 ) .  

Nous mont rons  de la mSme mani6re les formules analogues pour  les 

int~grales I~. 
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