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Surfaces non-orientables de genre deux
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Abstract. The existence of nonorientable complete minimal surface of genus two,
one end and total curvature —27(2n + 3), n > 3 is proved in this paper.

1. Introduction

On connait actuellement un trés grand nombre de surfaces minimales
complétes ( s.m.c. ) plongées ou immergées dans R3; en particulier pour
tout entier g on connait des s.m.c. de courbure totale finie de genre g
plongées dans R3. Par contre il y a peu de temps encore on ne connaissait
que des s.m.c. non-orientables de genre zéro ( nous dirons qu’une surface
non-orientable N est de genre ¢ si son revétement des orientations N est
de genre g ): W. Meeks [4] a montré qu’il n’existe qu'une s.m.c. non-
orientable de courbure totale —67 et plus généralement M.E. de Oliveira
[5] a montré 'existence de s.m.c. non-orientables de courbure totale
—2mn pour tout entier n supérieur ou égal a trois, tous ces exemples
sont paramétrés par le plan projectif moins un point, P? — {0}.

A. Barros [1] a généralisé les résultats de M. E. de Oliveira [5] sur les
s.m.c. non-orientables de genre zéro avec deux et trois bouts. X. Zhang
7] a obtenu des résultats sur les s.m.c. non-orientables paramétrées
par le plan projectif moins deux points, P2 — {a,b}. E. Toubiana [6] a
montré l'existence d’une famille de s.m.c. non-orientables de courbure
totale —107 paramétrées par P? — {0,1} et T. Ishihara [2] a donné
une classification des s.m.c. non-orientables de courbure totale —10w
paramétrées par le plan projectif moins un point.

Ce n’est que récemment que T. Ishihara [3] a montré l'existence
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64 M. ELISA DE OLIVEIRA AND ERIC TOUBIANA

de s.m.c. non-orientables de genre un: elles sont paramétrées par la
bouteille de Klein moins un point, K2 — {a} et elles sont de courbure
totale —27(2n + 2), » > 3. Dans le méme temps, E. Toubiana [6] a
construit des s.m.c. non-orientables de genre g pour tout entier g, elles
sont obtenues comme revétement de s.m.c. non-orientables de genre
zéro.

Dans ce travail nous allons montrer ’existence de s.m.c. non-ori-
entables de genre 2. Plus précisément nous allons montrer le résultat

suivant:

Théoréme 1. Pour tout entier n supérieur ou égal a 8, il existe une
surface minimal compléte non-orientable de genre deux dans R? 4 un
bout et de courbure totale —2mw(2n + 3).

Remarques. Nous empruntons & T. Ishihara [3] quelques techniques
qu’il a utilisées pour I’étude des surfaces minimales complétes non-
orientables de genre un. Remarquons que les méthodes utilisées ici peu-
vent s’appliquer également pour prouver l’existence de surfaces de genre

un.

Lemme. (Définition des s.m.c. non-orientables.) Une surface minimal
N est non-orientable si et seulement si la pair (g,n) de la représentation
de Weierstrass de la surface double N vérifie les conditions:
(i) ¢(I(2) = —1/9(2);
(i) I*(m) = —g*n.
ot I: N — N est une involution anti-conforme sans points fizes.

On peut trouver une démonstration du Lemme dans [4] ou [5].

2. Démonstration du théoreme 1
Soit S la surface de Riemann définie par I’équation algébrique suivante:

w? = (22 — 1)k — 1)(k32% - 1),
oll w, z sont dans 52 = CU {oo} et ky, ko sont des réels vérifiant
0<ko <k <Ll

Il est connu que S est une surface de genre deux.
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SURFACES NON-ORIENTABLES DE GENRE DEUX 65
Nous remarquons que 'application définie de S dans S par
I(Za w) = (_Za ("_J)v

est une involution anti-conforme de S, sans point fixe et de ce fait le
quotient (S/I) est une surface non-orientable de genre deux.

De maniére analogue & [3] on peut démontrer que la représentation
de Weierstrass d’'une s.m.c. non-orientable & un bout paramétrée par
M = (S8/I) — (00, 00) doit étre de la forme suivante:

I1 (== bz = Dz = 1/k)(z = 1/k2)
9(z,w) = kykp AT

w ﬁ (Z + BJ)
j=1
1‘[ (24 5))%(2 + 1)(z + 1/k1)(2 + 1/k2)
n= B » dz = f(z,w)dz

avec A, B,b; € C.
Un calcul montre que (g,n) vérifient les conditions du lemme si et
seulement si:

AA=1et AB€iR.

Remarquons que si les b; vérifient
b; # —-l_)j, ,7=1,...n,

g est une fonction méromorphe sur S de degrée 2n + 3, en ce cas si (g,7)
définit une surface minimale non-orientable celle-ci sera de courbure
totale —2mw(2n + 3).

Nous allons montrer maintenant que pour k; prés de un et ko pres
de zéro (g,n) définit une surface minimal, pour cela il suffit de montrer
les relations suivantes:

Wy € my (M), A

n=fng—2 et ‘ReLgn=0- (#)
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66 M. ELISA DE OLIVEIRA AND ERIC TOUBIANA

Soient (31, (32, B3 les chemins sur M définis par:
b1(t) = (1/ky — 1)t + 1,
Bo(t) = (1/k2 — 1/k1)t + 1/ky,
Bz=2—1, telo1].
Considérons les courbes de Jordan
(B;(2t),w(B;(2t)), te€0,1/2]
() = { (Bj(=2t +2), —w(Bj (=2t +2)), te[1/2,1]"
Nous remarquons que 71,72, I(71), I(72) engendrent m (M), mais & cause
des relations du lemme nous avons

/I(Vj)n= 5 I*(n) = —/7'9271

J

/I(Vj) g*n = /Vj I"(g%n) = ——/;;,
/yn=/7,(g2n) ®/1(7j)n:/1(7j)g2n'

De plus si g est une courbe de Jordan dans S — (400, £00) homotope

et

donc:

au point (0o, o0), nous avons

[vol = £[vel =[] £ [I(72)];

ou les signes dépendent de I'orientation des courbes v;,j = 0,2, 3.
De ce fait il suffit de montrer (#) seulement pour les courbes 71, 2,
v3. Remarquons pour cela que comme

AB -
=k [1z = b)(z + bj)d=
1

/!JTI=/ 97]—/ gn =70,
v B; B;

J
car gn ne contient pas de termes en w.

/n=2/ n,/g2n:2/ g*n, j=1,2,3,
o B Y ,Bj

J

gn

nous avons

De plus:
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car 1 et g2n sont des multiples de w.
Il suffit donc de montrer que

/ TI:/ 92777j=17273a
Bj Bj

1 1
/ n = / 9°n
-1 -y
1/ky 1/kq
/ n= / 7*n
1 1
1/ko 1/ky
/ n= / 9%
1/ky 1/kq

[Tz = b))%z = 1)(z — 1/k1) (2 — 1/k2)

9277 = _—Bj:1 dZ,
w

c’est & dire

et comme

AA=1et AB € iR,
nous voulons

H 240,22+ 1)(z + 1/k1) (2 + 1/kg)

/ ] dz =

5]' w
[T —8)% — 1)(z — 1/k1)(z — 1/kg)
3=1

_/ = — dz
8. w

J

pour by, bs, ..., b, bien choisis.
Nous avons w? = (22 — 1)(k%z2 — 1)(k%z2 — 1), donc,

z €l —1,1] = W< = weilR = w=-w
z €]1, k] = w2>0 = weR = @ = w;
Z2€1/k1,1/ks] = w?<0 = weiR = @=-w.
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68 M. ELISA DE OLIVEIRA AND ERIC TOUBIANA

Notons 57, ..., Sy les fonctions symétriques des by, ..., by, i. €. les
b; sont les racines de 1’équation:

X?— 51 X"+ SX™ 2 44 (=1)PS, =0,

et posons Sy = 1. En développant pour j = 1,2,3 I’équation (F) et en
notant:

l/kl Z’I‘L
In:/ —dz ,neN,
1 w

1/k2 Z’I‘L
I;:/ —dz ,n €N,
1/ky W

lzn 1 lzn
I;{:/ —dz:—/ —dz ,n € N et n pair,
0 w 2/1 w

nous obtenons le systeme d’équations (T') défini par les équations (1),
(2) et (3) suivantes:

N SEIonts-2k + (@ + b)Iont1-2x]
k=0
+2 Z Squ[I2n+3—p—q +(a+ b)IQn-l-l—p—q]
p+a=0(2) (1)
O<p<gsn
+2 D 8pSel(1 4+ b)anyo pq + alon_p gl =0

p+q=1(2)
O<p<g<n

> SEI+ )by 9 ok + aldn_oi]
k=0
+2 >SSl + b0, o+ aly, ]
p+q=0(2) (2)
0<p<g<n
+2 Z SPSQ[Ién—l-?)—p—q +(a+ b)Ién—l-l—p—q] =0

p+a=1(2)
O<p<q<n
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SURFACES NON-ORIENTABLES DE GENRE DEUX 69

n
Z (1 + b) 1519 o + alp, o]
k=0
+2 Z SPSQ[(l + b)Ié’n+2—p—q + aI2n p— q]

p+q=0(2) (3)
O<p<g<n

+2 Y SpSyIs pg T @t Is, gy, =0

pHg=1(2)
O0<p<g<n

avecbzi—i——l— eta:—l—.
ko’ k1 ko

En considérant (1), (2) et (3) comme un systéme de trois équations
oll les variables sont S,,, S,,_1,5,_2 et S,_3,...,S51 sont des parametres
complexes, nous allons montrer que pour toutes valeurs complexes de
Sn_3,-++,51 les équations (1), (2) et (3) possedent au moins une solu-
tion commune (Sy, Sp_1,S,_2).

Pour ceci nous avons besoin des estimations suivantes de I, I, I},

pour ki au voisinage de 1.

Lemme 1. Pour chaque entier n nous avons

T
L= ————
2¢/1 — k2
Ippt1 =11 + O(k1 — 1),
I, = Ig + fa, +0(1),

+0(1)

n—1 1/kq 2k
Z
fon = }j / ———dz

2n_ f ()

n=1 .1 2k
z
S
o(1) désigne ici une fonction qui tend vers zéro lorsque ki tend vers 1 et
O(k1 —1)
1

O(k1 — 1) désigne une fonction telle que .
1 —

reste borné lorsque
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70 M. ELISA DE OLIVEIRA AND ERIC TOUBIANA

k1 tend vers 1.
De plus, I, O(k1 — 1) = 0(1) et I O(k; — 1) = o(1).
Nous avons, en particulier:

f[/) =0,
p T 1
fo=—— — —arcsinks

2ky ko
1 n 1 1 n 1 ik
4k§ oy T 2k§ b arcsin ko

=
I
=
K| =
[ N1\
o
|
>
[N}
+

, 3 3 5 3 11
=+ V1-k
i <sk§ T S T TS T
3 1 1 -
— | —% + —x + — | arcs
sk3 ' okd Ry ) O
5 71
!
= + + V1 — k3
I8 (16k§ 12k3 12k§> 2
N ( 5,3 .1 1 )
o Tttt T
32k] 16k  4k3  2ko
5 .3 .1 1 -
- = = 75 77— | arcsin
16k5  sk§  2k3 ko 2
f//:0
fll_ 1 - k
9 = —— arcsin ko
ko

1" 1 2 1 1 i
i :@,/1_]92— (73 E) arcsin ko
3 3 3 1 1
A [ R IRV 4 [y ' iy ink
f6 <8k% 4k%) 2 (Skg Qk% k2) arcsin ko
5 7 11 /
"o + + 1—k2
8 (16k§ 12k 12k§> 2

503 1 1 -
— | — — — —— | arcsim
16k] ' 8k3 | 2k3 | ko 2

Nous démontrerons le lemme 1 dans ’appendice.

A Daide du lemme 1, les équations (1), (2) et (3) deviennent respec-
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1
tivement (1), (2)’ et (3)’, avec (nous utilisons le fait que a = k——I—O(kl—l)
2

1
etb=1+-—+0(k —1)):
ko

S st KH kQ) I+ Ok — 1)]

k=0

2
+2 Y S8, [<2+ k—) I + Ok — 1)]
p+q=0(2) 2
O<p<g<n

2
+2 >SS, [(2+k—) I + Ok —1)} =0
pt+q=1(2) 2
O<p<g<n

1 1
Z Sk [( > Io+ ( ;?2) fonto ok + Efén_gk + 0(1)}

2\ ,, 1 1
+ 22 SpSg {2+ — | g+ {2+ — fén+2—p4q + _fén—P—q +o(1)
ko ko k2

p+q=0(2)

0<p<q<n

2N, 2
"‘22 SpSq [<2+k_2>fo+f2n+3—p q <1+ >f2n—|—1 —p— q+0(1)] 0

p+q=1(2)

0<p<g<n
(2)
et (3)’ comme (2)" avec " au lieu de '.
I/
En remplagant successivement (2)" par (2) — I—O(l)' , (3)" par (3) —
1

1"
0.1y, puis divisant (1) par (2+ 2/kg)I; nous obtenons ( nous utilisons

I
T
24/1 — k2

ici le fait que Iy O(k1 —1) = o(1), If O(k1 —1) = o(1) et I, = +

o(1) ):

S S+ 0k —D]+2 Y SpSyl+ Ok~ =0 (1)

k=0 O<p<g<n
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72 M. ELISA DE OLIVEIRA AND ERIC TOUBIANA

i Sk K ) Fanto-on+ 7 f2n 2%k +0(1)]

+2 Z SPS(I [(2 + _> fén+2—p—q + _fén—p—q + 0(1)}
ko ko
p+q=0(2)
0<p<gs<n

, 2
+2 Z SPSQ [f2n+3—p—q + (1 + ) f2n—|—1 —p—q + 0(1):l =0
pt+q=1(2)
0<p<g<n

(2)//

(3)” comme (2)”, avec " en lieu de ’.

En considérant les combinaisons linéaires adéquates entre (2)” et
(3)”, plus précisément en remplagant les équations (2)” et (3)” par (B)
et (C), avec

arcsin kg ) — 2k 1 +2k% (3)"

2k
(B) & —7r—2 + (2 + 4K2)

et
3k arcsin k 3k 3 — 2k2
(©) & |22 4 (3— okd) 220N | gy _ |22 SR | gy
2 2,/1 - k2 2 g /11— k2
nous obtenons:
0yS2 + ahS2_1 + ) S2_y + 2ah3 SnS_1 + 2a135nSn_2
+ 2a'125n 1Sn_2 + 2b3S, + 2655, _1 + 26715, _2 B)
+ Z ci Sk +2 Z dpgSpSq =0
0<p<g<n
0452 + a3 S2 1 +a{S2 g+ 2033501 + 20§35, 2
+ 20758, _1Sp-2 + 2645, + 2645, _1 + 2615, _2
n—3 (C)
+DkSE+2 D dpySpSy =0
k=0 0<p<g<n
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avec, en particulier:

L_2 1+0(1) ] ! 1+o(1)

aH =—-—-—— — ——F — — — (0] a — —
VTR 2%k 27 R 2

1 1
/ /
2= 5 (1) 13 3 (1)
;1 , 2 .
(L3:E+2+O(1) (LQ3—E+ +O(1)

6ky k3 12k3 ko

, 1 2 1 .
b2: (——3——2-—51;2——14‘0(1)) Sn—3+P2(Sn—47"'751): sin 24

k2 k2
/ 1 1 .
by = <—p —37 0(1)) Sn-3 + P3(Sp_4,--.,51), sin>4
2
ou Py, Py, P3 sont dans Ry[S,_4, -+, 51].
Egalement:
17 9 2 17
w__ =t < 1 no_ 4ol
ay 8k2+4+0() 2=ty 1)
7 7
1 - 2 1 " - 2 1
a9 4k2 + +O( ) a13 4k2 + +O( )
3 3 3 7
n_ Y e 1 no_ Y * 1
as 4k2+2+0( ) a93 2k2+4+0( )

1 9 49
=l———+— - = 1 Spdy---, 9 S
' ( 48k% i 4k 8 ol )) Sn-3+ Ql( n—4» ,91), sin >

1
by — (—7 2y o(l)) S + Qa(Sn_ty.--, 1), sin >4

2 17
by = (E— + ry + 0(1)> Sp—3 +Q3(Sny; .-, 51), sin=>4
2

ol Q1,Q2,Q3 sont dans Ry[S,_4,- -+, S1].
En effectuant:

1+ 0k = DI(B) —a1(1)” et 1+ Ok —1I(C) —a7(1)"
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(ot [1+ O(ky — 1)] est le coefficient de 53—2 dans I’équation (1)) nous
obtenons, en appelant X = S,,_5,Y =5,,_1,Z = S,:
1+ Oky - DI(B) — aj (1) |
2X{lals —a] + O(k1 — D]Y + [a13 — a] + O(k; — 1)]Z + b1 — a3
+O(ky — 1)} = —[ab — ay + O(ky — 1)]Y?2 — [a} — a} + O(ky — 1)] 22
—2Jaj3 — a1 +O(ky — 1))YZ —2[by — a] + O(ky — 1)]Y
—2[b3 —a] + O(k; — 1)]Z — [ag — a] + O(k1 — 1))
[14+O(k1 — 1)}(C) —af(1)": comme [14 O(k1 — 1)](B) —a3(1)” avec ” au
lieu de ’.
En égalisant les deux expressions de S,,_2 que nous venons de trouver

uis en remplacant dans (1)” S,_o par l'expression trouvée dans [1 +
p plag
O(k1 —1)](B) — a1(1)"”, nous obtenons les deux équations suivantes:

AY 4+ AsZt + AsY3Z 4+ A4Y?Z% + AsY Z3 + B1Y?
+ ByZ3 + BsY2Z + ByYZ% + C1Y? + 0y 22 (Ey)
+C3YZ+ DY+ D9y Z+E=0

et
Y348Y244Y +6=0 (E)
avec
= (ay — a})? — 4(dh — a})(a}g — a}) + 4(a)y — a})? + O(ky — 1)
= (a3 — a})? — 4(a5 — a})(a)3 — a}) + 4(aj3 — a})? + O(ky — 1)
A3z =4(ay — a7)(ag3 — a}) — 4(ay — ay)(a)3 — af)

— 8(ag3 — a1)(a)g — ay) — 4(ay — ay)(ay — ap)
+8(alp — a1)(ay3 — a}) + 8(a)y — a7)* + O(ky — 1)
Ay = 2(ah — a})(d5 — ay) + 4(ah3 — a})® — 4(aj — a})(a} — a})
~ 8(apg — a1)(a)3 — a1) — 4(ay — ay)(aj3 — ai)
— 8(ahs — af)(alp — a}) + 4(a)3 — a})® + 4(a)y — a))?
+16(atp — a1)(aj3 —ay) + O(k1 — 1)
As = 4(aj — af)(aps — @) — 4(a3 — a1)(a13 — a)) — 4(a3 — af)(a12 — a1)

— 8(apg — ai)(alz — a}) + 8(ajy — aq)(al3 — ai)
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+8(a3 — a1)® + Olkr — 1)

Bi,C;, Dy, EER[S, 3,...,81],i=1,2,3,4,7 =1,2,3,k = 1,2,

o = (afy — a)(ap — a}) — (ajg — a1)(a5 — af) + O(ky — 1)

B = [2(afy — af)(ag — a1) + (a]3 — af)(ay — a}) — 2(a}y — a})(agg — af)
- (all3 - all)(a,? - (11>]Z + ﬁO(Sn 394 Sl) + O(kl - 1)

v = [(a]y — a7)(a3 — a}) + 2(af3 — af)(as3 — a}) — (a}5 — a})(ag — af)
— 2(ajz — a})(as3 — A)1Z% + 71(Sp-3, ..., 51)Z
+7(5n-3,...,51) + O(k1 — 1)

§ = [(af5 ~ a{)(as — a}) — (a}3 — a}) (@4 — a)]Z3 + 62(Sn_s, ..., S1) 2>
+61(Sp-3,.-.,51)Z + 60(Sp-3,...,51) + O(k1 — 1)

avec ﬁO? Y05 Y15 607 61a 6 € R[Sn—?n s 751]-
En utilisant les expressions des a;, a} trouvées plus haut nous obte-

nons:
—— 1—l—i—i—o(l)
L R T
1 4 7 4 7 3
Ag S A e
"HTRETHTE m R TTW

A 4 L + L ! ! + = + ! +0(1)
= = T T F T — 4 T —4& - — (8]
R I B R BT

1 3 1
(2 s L) Z24600S,5,.... 8
ﬁ (k% + Qk% + 2k%> +ﬁ0( 3 1)
7 13 2 1
’Y=(m+m+?+7>z2+’ﬂ(»§n 3,...51)Z+’}’0(Sn_3,...51)
2 2 2
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76 M. ELISA DE OLIVEIRA AND ERIC TOUBIANA

15 5 1
§=|=+—+—5+—]23+69(S,_3,...51)2>
(kg ok3 | 2k3 k2> T 025n-3,---51)

+61(Sn_3,...51)Z + 69(Sp_3,..-51)

ou By, ¥0, V1,00, 61,02 € R[Sp,_3,...51]

Pour montrer que le systéme d’équations initial (T') en Sy, Sp_1,
S,_o posseéde une solution pour n = 3 ( et pour toutes valeurs de
Sn_3,---,91, au cas ot » > 4 ) il est équivalent de montrer que le
systéme d’équations (F1, Eo) posséde toujours une solution (Z,Y") pour
toutes valeurs de S,,_3,5,_9, ..., S1.

Pour cela remarquons que pour toutes valeurs complexes de S,,_3,
..., 81, 'équation (E3) considérée comme une équation en Z et Y définit
une surface de Riemann compacte M, appelons (Z,Y (Z)) les points de
M, on peut donc considérer ’équation (E7) comme une équation sur M
du type

F(Z,Y(Z))=0
avec

F(Y,Z) = AY* + AgZ* + A3Y3Z + AgY? 22 + AsY Z3 + By Y3
4+ BoZ3 4 BsY?Z + ByYZ2 + C1Y? + Cy 22
+C3YZ+D1Y+DoZ+E

De ce fait si F' n’est pas constante, F' doit avoir des zéros sur M et
le systeme d’équations (E7, E2) admet donc des solutions.
Montrons que la fonction F' n’est pas constante sur M.

En posant Y =U — 3ﬁ , ’'équation Fo devient:
a

U3+pU+q=0 ($)
avec
3oy — B2
- 302
233 — 90y + 27026
7= 2703
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ainsi en posant

—27
U] = —q—3z—\/—4p —27¢2
ug = —q + 3z-\/ —4p3 — 27¢2

ou les racines cubiques sont choisies de telle maniére que ujug = —3p,

les solutions de ($) sont

Up = (u1 +u2)/3, U= (jus +j%u2)/3, Us = (j%u1+ jug)/3
27t
oulj=e3.

Les solutions de (F£2) sont donc:
Y,=U; — —,j=1,2,3,
I 7 3a J
c’est & dire
1
le[—({o’/é+3\/ﬁ+\3/87—3\/ﬁ+4) O(kg) + of )}Z+0(Z)

=[ <J\/§I3—+J2\/8—3 )+Ok2 +o(1 )]Z+o(Z)

:[ ( \/s+3\/_+]\/8—3\/_+4> k2)+0(1)}Z+0(Z)

).<

)
ou o(Z) désigne une fonction de Z telle que tend vers zéro lorsque

O(k3)

Z tend vers oo et O(kg) est une fonction de ko telle que X reste
2

borné lorsque k9 tend vers zéro.
Posons

Y; = [\ + O(ka) + oV} Z + 0(Z),§ = 1,2,3.

En remplacant Y par Y; dans la fonction F(Z,Y (Z)) et en considérant
Z pres de oo, F(Z,Y(Z)) est équivalent a:

F(Z,Y(Z)) ~ A\Y} + AsYPZ + AY}P 22 + A5Y; 23 + AgzZ*
~ (A1} + A3>\3 + AgN2 + A + Ag) Z*

CYESIE k6 +0 (;5) +0(1):| z4
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Il est clair que A; # —1 pour j = 1,2,3 nous concluons de ceci
que F(Z,Y) n’est pas une fonction constante sur M dés que kj est
assez proche de 1 et ko assez proche de zéro. Ceci montre que le
systeme d’équations initial (7') possede des solutions pour n = 3 et
possede également des solutions pour toutes les valeurs complexes de
Sp_3,...,51 dés que n > 4.

1l reste & montrer:

Proposition. [l eziste des solutions (S1,...,Sn) au systéme d’équations
inttial (T') défini par les équations (1), (2) et (3) telles que les complezes
bi,...b, obtenus a partir de (S1,...,S,) vérifient:

b € C—3R et bi#——l_)ji,jZL..n. (%)

On observe que si I'une des ces deux conditions n’était pas vérifiée
nous pourrions faire des simplifications dans le quotient définissant g:

T1 G = bi)(z = V(= — 1/k1)(z — 1/k2)
9(z,w) = k kg A

w fI (z+ B])
=1

ce qui diminuerait le degré de g et donc la courbure totale de S.
Pour cela nous montrerons d’abord les lemmes suivants:

Lemme 2. Pour n =1 le systeme d’équations initial (T') ne posséde pas
de solutions .
Démonstration. En effet pour n = 1 nous avons un systeme de 3
équations & une inconnue by = Sy:
S35+ (a+ b)) + 2511+ b) I3 +al] + 5 + (@ +b)3=0 (1)
S +b)Is + al)] + 251 (T4 + (@ + ) + 1+ )i +alb =0  (2)
SE(L + b)Y + alf] +251If + (a+ b)I5) + (1 +b)I{ +aly =0 -
En éliminant 5’% dans les équations (2) et (3) nous obtenons:
[+ IY + aI5][(1 + b) Iy + alpl— [(1 4 b)) + alj][(1 + b1 + alf]
I + (a+ b)Y+ b) I + alf]—[I] + (a+ b)IF[(1 + b)I5 + alj]

251
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nous en déduisons que S7 doit étre réel et donc S% doit étre un réel
positif, mais en éliminant S7 dans les équations (2) et (3) nous obtenons:
g2 _ (1 + b)) + ald][(I} + (a + b)I5] — [(1 + b)Ij + aL)[I] + (a + b)I3]
1 [T} + (a + b)I5]I(1 + b) 15 + al)] — [I} + (a + b)[5)[(1 + b) I3 + alj]
g2 _ a(IyIy — I} I5) + (a + b)(1 + b)(I5 1) — I51})
L™ a4 bY(IhIf — I5Iy) + a(I{I) — If1}) + ala + b)(IgIy — I 15)’

or en examinant les domaines d’intégration des intégrales I, et I, nous

remarquons que pour tout entier positif n:

17

7 ! 1
Lo > Ip, et Ig, .o < Iy,

de ce fait ) ,
1942 . 1542
I/ Il/
2n 2n

nous déduisons de ceci que le numérateur de S% est strictement positif
alors que le dénominateur est strictement négatif. De ce fait S% est
strictement négatif contredisant le fait que Sy est réel.

Lemme 3. Pour n = 2 le systéme d’équations initial (T') ne posséde pas
de solutions lorsque k1 est assez proche de 1 et ko assez proche de zéro.

Démonstration. Pour n = 2 nous avons un systeme de 3 équations a 2
inconnues S, So:

S35+ (a + b)[1] + ST[I5 + (a + b) I3) + 251 S2[(1 + b) I3 + aly]
+259[Is + (a + b)I3] + 251[(1 + b)Is + als] + I7 + (e + b)I5 = 0
S3[(1 + b)Ih + alf] + S3(1 + b) I} + alb] + 251 So[I4 + (a + b) 3]
+282[(1 + b) I + aly] + 251 [Ig + (a + B)I] + (1 + b)[g + alj} = 0
S2[(1 + b)I5 + alf) + S?[(1 + b)I§ + aIf) + 25182} + (a + b)I4]
+ 252[(1 + b)I3 + alg] + 251 I§ + (a + b)IJ] + (1 + b)I§ + alj =0
En utilisant les estimations des intégrales I, I, I, données au lemme

1 puis en effectuant les mémes combinaisons linéaires entre les équations
(1),(2) et (3), que celles effectuées plus haut nous obtenons:

S3(1 + Ok — )] + S2[1 + O(k1 — 1)] + 251 So[1 + O(k1 — 1)]
+251+ 0k — 1))+ 2511+ Ok1 = D)+ 1+ O(k; —1) =0
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353 + a4S? + 2a/53.51S9 + 26550 + 26551 + af = 0 )
af;’S% + a’éS% + 2a53.51.52 + 2b3S9 + 26551 +ag =0 (3)
avec
/___ I_1
az = — +2+0(1) ay = — +0(1)
2 ko
2+1+(1) 1 2 1 1+0(1)
a9y = 7~ 0 g =—"g— 75— 5 — 0
2" kg 07 K K 2k
1 1 1
bh = — +o(1 by =——5 —~+o0(1
3 3 7
a4 = —+~+0(1 b= — 424001
3 4k2+2+() ag 4k2++()
3 7 7 9
Oba = +-—+o0(1 = _— 1+ 4001
23 = 51 4+() 0 8k2+4 (1)
7 2 17
b = — + 2+ 0(1 by = —+ — +o(1
3 4,‘32++() 2= % 8 (1)

En effectuant: [1+ O(ky — 1)](2)—a5(1) et [1 + O(k; — 1)](3)—a5(1)
nous obtenons
[1+O(k1 — 1)}(2)—a5(1):

S =
a4 —ahy+O(k1 —1)]S2+2[by — ab+O(k1 ~1)]S2+af—ay+O(k1 — 1)
2{[abg — ah + O(ky — 1)]Sg + by — ab + O(ky — 1)}

[1+ Ok — 1)](3)—a5(1):

Sy =
[a% — a3 +O(ky —1)]S2+2[b5 —aly+O(ky —1)]So+af —al+O(k1 —1)
2{[a4s — aly + O(k1 — 1)]Sg + b4 — afy + O(ky — 1)}

En égalisant les deux équations de S7 puis en reportant la premiére
expression de S1 ( [1 + O(k1 — 1)](2)—a5(1)) dans ’équation (1) nous
obtenons le systeme (77) suivant:

{AS§1+BS§+CS§+D52+E=0 )
1

aS3 + 453 +7S2+6=0
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avec
A—ki%+o(1) B=4<ﬂk%+£;>+o(l)
C’:zl(ljél 22§+%>+0(1) D:4<~ki§+k—%’)+o(1)
E klg—ki%+4k%+o(1)
a= gt o0 b=~ "oy o0
S Y B S

En procédant par élimination, on peut vérifier que le systeme (77)
est équivalent au systéme suivant de deux équations a coefficients réels:

{ (ZQS% +a1S+ag=0 (Ty)

oS3+ BS2 +vS2+5=0

avec

ag = a(aC — Ay) — B(aB — BA) = Ij + :7 + 0 (,jﬁ) +0(1)
2

a1 = a(aD — Ab) —y(aB — BA) = kgg 228 + O <k17> +0o(1)

5 11 1
a) =« E_(S(QB_/BA):E%—O+I€—8+O<I€8>+O(1)

Le discriminant de la premiére équation de (T%) est:

3 1
A:a% —dagag = _W+O (W) +0(1)
2 2

donc A est strictement négatif si ko est assez prés de zéro, en ce cas
la. premiére équation de (15) admet deux racines distinctes complexes
et conjuguées. Comme la deuxiéme équation de (7») est également a
coefficients réels, pour que (713) possede une solution il est nécessaire
que le polynéme agS% +a152 + ag divise aSg’ +BS§ + 789 + 8, mais nous
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avons:

1
oS3 + 552 + 48y + 6 = {32 T = (ﬂ - algﬂ (0253 + 4153 + ag)
ag”  ag ag

(G R G A G )

a o'
- (ﬂ—al——> :0®6a§—a0(a2ﬂ—a1a) =0
az az

Or

et un calcul montre que
9 1 1
6(12 - GJO(GQ,B —aja) = Y] +0 719 +o(1).
4k k3

De ce fait pour ki prés de 1 et k2 prés de zéro, le polyndéme agsg +
a1S2 + ag ne divise pas aSS’ + BS% +7vS9+ 6 = 0, ce qui montre le lemme
3.

Démonstration de la proposition. Nous pouvons maintenant montrer
que le systeme initial (1) posséde une solution Sy, S,_1,S,_2 vérifiant
les conditions (x) dans le cas ou n = 3 ( ceci pour k; prés de 1 et ko pres
de zéro). En effet supposons pour commencer b; = —Bj, avec b; € C—iR
et 4,7 € {1,2,3}. Dans l'expression donnant g nous pourrions faire deux
simplifications ce qui nous rameéne au cas n = 1, mais le lemme 2 montre
qu’il n’y a pas de solutions.

Si nous supposons maintenant b; € iR pour j € {1,2,3} nous pour-
rions simplifier g ce qui nous ramenerait au cas n = 2 et en ce cas nous
concluons avec le lemme 3.

Supposons maintenant 1 > 4; les solutions Sy, S,_1 et S,_o du
systeme (T') sont localement des fonctions holomorphes des variables
complexes S,,_3,...,57 et nous déduisons donc que les solutions by, .. .,
b, sont également localement des fonctions holomorphes des variables
complexes S,,_3,...,51, ainsi si b; et b; ne sont pas constantes ,j €
{1,...,n} nous ne pourrions pas avoir

bi(Sn-3,---,51) = —bj(Sp-3,..-,51)

pour tout S,_3,...,S1 appartenant & un ouvert de c™ 3. 1 suffit
donc de montrer qu’il existe des solutions Sy, S,_1, Sp_2 de (T) telles
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que parmi les complexes b1(S,_3,...,51),-..,bn(Sy_3,...,51) obtenus
a partir de S,,_3,...,51 il n’y a pas deux termes constants b;, b;,1 # j
vérifiant

cas (1): b; =—b; = constante,
et il n’y a pas de termes constants b; imaginaire pure
cas (2): b; €iR, b; = constante.

Supposons que 'un des complexes b obtenus a partir des .Sy, ..., 5] soit
constant, pour tout Si,...S,_3 appartenant & un ouvert de C”_3; nous
avons

Sn(Sn-3,- -5 81) = bSp_1(Sn-3,...,51) + -+ (=1)""S1 =0. (F1)

Remarquons que si (Sp,...,S51) est solution du systeme initial (T°), co-
mme celui c¢i n’a que des coefficients réels, Sp,...,S5] est également
solution de (T"), de ce fait par continuité des solutions Sy, S,,_1, S,_2 en

fonction des parametres S,,_3, ..., S nous déduisons que:

S('n,(‘s'n——37 s 551) - bgn—l(gn——3’ cee 751) toee T+ (_l)nbngl =0
ce qui est équivalent a:
Sn(Sn—37 R S — 1) - BSn—l(Sn—.?n B Sl) +ee+ (—l)nl_)nsl =0 (FQ)

Considérons pour commencer le cas (1), supposons donc by = —bs.
Nous allons distinguer deux cas:

(i) b1,bp € C—{RUIR},
(ii) b1,b9 € R.
(Nous pouvons supposer by, by ¢ iR, car by € iR rameéne au cas (2).)
Au cas (i), S,,..., S vérifient les deux équations (F}), (Fp) avec b et b
successivement (on a b= —by = by).
Nous avons de ce fait les quatre équations:

Sp —bSp_1 +b2Sp o4+ (—=1)"6"S; =0 (G1)
Sp+bS,_1 +b28, 9+ +b"S1 =0 (Gy)
S —bS,_ 1 +b2Sp g+ -+ (—=1)"B"S1 =0 (Gs)

)

Sy +bS, 1 +b%8, o9+ ---+b8"S1 =0 (Gy
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Nous déduisons:

Sp1+ 028, 3+ 6" S 5+---=0  ((Ga) - (G1))
Sp1+628, 3 +8* S, 5+--=0  ((Gg) - (G3))
puis
(6% =89S,z + (0* —~bHSp 54+ =0 ((Ge) — (G1)) — ((G4) — (G3))

or b2 —b? #£ 0 car b € C —R — iR, nous obtenons donc une relation entre

(Sh-3,---,91) ce qui est absurde car ces variables peuvent étre choisies
indépendamment, ce qui clot le cas (i).
Considérons le cas (ii), Sy, . . ., S1 vérifient '’équation (F}) avec b = by
et b = by = —by successivement, nous avons donc
Sp —bS,_1+b28, g4+ (=1)""S; =0 (Hy)
Sp 4+ bSp_1 + b%Sp_2 + -+ + (=1)"B*S = 0 (Ha)
d’on
Sn+ 28, o0 +b%S, 4+ (=18 =0 ((Hy) + (H2))
Sn-1= =Sy 3+b"Sp 5+.... ((Ha) — (H1))
Sp_1 est donc déterminé en fonction de (S,_3,...,S51), il 0’y a donc

qu’une solution S,_j donnée par (Hj) — (Hz). Mais Sp,S,_1 sont
aussi solutions des équations (F1), (Eg) définies plus haut et inverse-
ment toutes les solutions de (E7), (F9) sont solutions du systéme initial
(T). Nous avons vu de plus que (E;) définit une surface de Riemann M
et que (E1) est une équation sur M du type F'(Sy, Sp,) = 0, o F est une
fonction méromorphe sur M. Il n’est pas dificile de voir que F est une
fonction de degré 12 sur M, ainsi le systeme (E7, F2) admet exactement
12 solutions (Z;,Y};),j = 1,...,12 avec multiplicité. Par ailleurs la pro-
jection (S, Sp_1) — Sp_1 de M sur S? = C — {00} est une application
de degré trois. Comme nous avons remarqué que S,_1 est uniquement
determiné, 1’équation (F9) n’a que trois solutions avec multiplicité, ce
qui contredit le fait que le systeme ((E1), (£2)) posséde 12 solutions. Ce
qui clot la discussion du cas (1).
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Considérons le cas (2), supposons donc by € iR, 14 encore nous
distinguons deux cas:

(i) b1 #0;
(ii) by =0

Au cas by # 0, les équations (F}) et (Fb) donnent:
Sp = bSny + 628y, — -+ (—1)"b"S; =0 (F1)
Sp +bSpy +b2Spy + -+ +b"S1 =0 (Fo)

et nous concluons de maniére analogue au cas (i) du cas (1).

Au cas by = 0, pour tout (S,_3,...,51) appartenant & un ouvert
de Cn_?’, les solutions (Sy, Sp_1,S,_2) du systéme initial (T) vérifient
S, = 0 ainsi S,, est uniquement determiné et nous concluons comme
précédemment au cas (1).

Appendice

Démonstration du Lemme 1. Nous allons d’abord montrer les estima-
tions des intégrales I,,. Pour tout entier n nous avons:

I /1/k1 peg dz '
" Ve DA+ k)1 — Ke2) VE = DA = krz)
en posant
flz) = :
VE+ D+ k)1 - k32?)
nous avons: l/k
In=fler) [ a2

1 V(z=1(1 = k12)

avec 1 < ¢, < 1/ky, donc

T
In = f(ckl)ﬁlj
car
/b dz _ <b
. et =7 pour a < b.
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Clairement .
lim_ f(ck,) = ——=—=,
N k3
d’ou
T
I, = + o(1).

/ 2
Par ailleurs pour tout entier n

1
—( —I) =
k1_1(2n+1 1)

kl—l V0 +1) 1+k1z)(1—k§z2) Vz=11~k12)’

donc

s

(I ) /Ukl - ) e
2n+1 — 1 25
k 10 kl—l \/1—1—]{:12 k%z2) 1—k;1z

ainsi
1 ck Uk [ 21
T (Igpaq —Ip) = 2 T
k1_1(2n+1 1) = 1/k_1_zd2
avec
n—1
z 2221” Vz+1
g(z) = =0 et 1<cgy < l/kl,
\/(1+klz)(1 —k%z2
or
17k z—1 z_ﬂ'(l—k'l)
1/ki—z =~ 2k

donc, nous concluons que pour tout entier n nous avons
Ippt1 =11 + O(k1 — 1).

Pour I, nous avons:

B ) /1/k2 22 _ 4 ;
2n — 10) = 2,
Ukt /(22 = 1)(k322 — 1)(1 — k32?)
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n-1
Z 2P| V221
(I, — 1) / s d
2,
Bon =10 = J, \/7€2 2 - 1)(1 - k222)

puis, pour tout entier n,

n-1
5

, , 1/k2 0
fim (I~ Ip) = [~

k1—> \/:}ﬁ
ainsi,
n—1
221”
Lko \ )=
Iy, = It +/ dz + o1
S \/T_W
De plus
O - .
s \J(22 1)1+ k)L + kyz) VL2 = DL Fo2)

La fonction

h(z) = \/(22 — 1)+ k12)(1 + ko2),

est croissante sur |1/ky, 1/ko[ et nous avons donc:

kl /1/k2 dz
T 20+ ke/k) - k) Sk Ve - DI Raz)

Comme la derniére intégrale est égale a m+/k1/ke, nous déduisons:

0<IH <

O(ky — 1)I} = o(1).

Nous montrons de la méme maniere les formules analogues pour les
intégrales 1.
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